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b∫
a
L(t, x(t), x˙(t))dt
L : [a, b] × R × R → R di classe C1 si dice fortemente convessa se
per ogni (x, ξ, η) ∈ [a, b]× R× R e per ogni ξ0, η0 ∈ R\{0} si ha:
L(x, ξ + ξ0, η + η0)− L(x, ξ, η) > ξ0∂L
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(x, ξ, η) + η0
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Teorema Se L : [a, b] × R × R → R fortemente convessa, allo-
ra f : C1([a, b])→ R, f(x) :=
∫ b
a
L(t, x(t), x′(t))dt assume minimo per
xµ ∈ C1α,β([a, b]) =
{
x ∈ C1([a, b]) | x(a) = α , x(b) = β} se e solo se
xµ risolve:
d
dt
∂L
∂η
(t, xµ(t), x˙µ(t)) =
∂L
∂ξ
(t, xµ(t), x˙µ(t))
xµ(a) = α, xµ(b) = β
(EL)
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Modello “A” Al tempo t = 0 una azienda riceve un ordine di con-
segna merce al tempo T > 0 di B unita` di beni che essa produce.
L’azienda sostiene i seguenti costi di produzione istantanei, con x(t)
indicheremo la quantita` di merce prodotta al tempo t :
• costo effettivo di produzione pari a c1 x˙2(t), c1 > 0
(Costo)
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Se δ > 0 e` il tasso istantaneo di sconto, che si suppone costante
nell’intervallo temporale [0, T ] il costo complessivo di produzione e`
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0
e−δt
[
c1 x˙
2(t) + c2 x(t)
]
dt (Costo)
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l’ordine.
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ha senso imporre le condizioni al contornox(0) = 0,x(T ) = B,
che esprimono l’aumento del livello di merce necessario per evadere
l’ordine.
Si vuole individuare il piano di produzione che minimizza l’integrale
in (Costo)
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{
u ∈ C1([0, T ]) | u(0) = 0, u(T ) = B}
il problema di ottimo e`:
inf
x∈C10,B([0,T ])
∫ T
0
e−δt
[
c1 x˙
2(t) + c2 x(t)
]
dt
Lagrangiana associata:
L(t, ξ, η) = e−δt
(
c2ξ + c1η
2)
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E` una funzione fortemente convessa:
L(t, ξ + ξ0, η + η0)− L(t, ξ, η) = e−δt
(
2c1ηη0 + c2ξ0 + c1η
2
0
)
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Il problema di ottimo si riduce a:
inf
x∈C10,B([0,T ])
∫ T
0
[
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Equazione di Euler lineare non omogenea di ordine due:
x¨(t) =
c2
2c1
,
integrale generale:
x(t) =
c2
4c1
t2 + αt+ β,
α, β si determinano imponendo le condizionix(0) = 0,x(T ) = B.
Produzione ottimale x(t):
x(t) =
c2
4c1
t2 +
(
B
T
− c2T
4c1
)
t.
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Il costo complessivo e` quindi positivo se
T 2 <
4
(
3 + 2
√
3
)
Bc1
c2
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Conclusione
monotonia ⇒ positivita` del costo
